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En Francia, donde en los salones se hace ma-
labarismo con muchas ideas, hay gente que
cree que el estructuralismo es la filosofia del
"~ mundo moderno. Pero eso fue sélo una moda,
que terminé en mayo de 1968,

C. Livi-STRAUSS
[Entrevista en “Der Spiegel”,
N° 53, 1971, pag. 95.]

Consideraciones similares a las precedentes con-
dujeron ocasionalmente a la posicién de que no
lo dado por si mismo (por ejemplo, las sensa-
ciones) sino “s6lo las relaciones entre las sen-
saciones tienen un valor objetive”... Obvia-
mente esto constituye un paso hacia adelante,
pero no va suficientemente lejos. :

R. CarNaP
[The logical structure of the
World, pag. 30.]

<

PROLOGO

El trabajo presentado aqui con el titulo “Estruc-
tura y conocimiento cientifico” puede ser ttil al
lector interesado en estructuras y su aplicacién a los
més diversos campos, en que se trata el tipo de es-
tructuras que suelen utilizarse en mateméiticas y
légica mateméatica. La exposicién breve y elemental
del tema indica las posibilidades generales de apli-
cacidén y trata, ademés, la ubicacién de las estruc-
turas en la teoria del conocimiento cientifico.

Para seguir la exposicién no se necesitan conoci-
mientos especiales, aunque conocimientos generales
de légica matemética facilitan la lectura. El texto
contiene un cierto ntimero de ejercicios y se reco-
mienda al lector no saltarlos, pues forman parte de
la exposicion.

Aparte del trabajo principal, el presente libro in-
cluye cuatro articulos publicados con anterioridad,
que tratan en forma no muy técnica materias rela-
cionadas con el tema. Tres de ellos se publicaron en
la Revista de Filosofia de la Universidad de Chile
(“La verdad desde el punto de vista l6gico-mate-
matico” en vol. XIII, N? 1, 1966, pp. 43-51; “As-
pectos formales de algunas paradojas semanticas”
en N° 2 1958, pp. 31-41; “La identidad de lo in-
discernible” en vol. XI, Nes- 2/3, 1964, pp. 3-9) y

~uno en la Revue Philosophique de la France et de

‘étranger (“Le probléme de lexistence dans la lo-
gique symbolique”, 1960, N° 1, pp. 97-104). Todos
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estos articulos se publican ahora con ciertas modi-
ficaciones para hacerlos mas. accesibles; el articulo
de la Revue Philosophique ha sido traducido al
castellano por el autor. :

Quisiera expresar mi gratitud a los editores de
las revistas mencionadas por el permiso de repro-
ducir los articulos y a todas las personas que en
alguna forma han contribuido a la terminacién y
 publicacién del libro.

G. S.

Y
&

CAPITULO I

ESTRUCTURA Y CONOCIMIENTO
CIENTIFICO

1. Introduccién

La palabra “estructura” tiene muchos significados
diferentes, tanto en castellano como en otros idio-
mas. Con un significado especial se ha transfor-
mado en término de moda, que aparece en diversas
doctrinas reunidas bajo el nombre “estructuralismo”.
Estas doctrinas filoséficas, etnolégicas, lingiiisticas,
etcétera, ademds de referirse a estructuras, desa-
rrollan temas especificos de sus campos que a veces
no tienen mucho que ver con las estructuras. El
presente andlisis no se ocupa de esos temas espe-
cificos ni entra en los detalles de las consideracio-
nes estructuralistas propiamente tales en estos cam-
pos. Intentard, en cambio, dar una visién general
del tipo de estructuras que suelen utilizarse en ma-
tematica y légica matemética y extender luego es-
tas ideas a la teoria del conocimiento cientifico en
general,

Dada la posicién sefialada, es dudoso que el pre-
sente trabajo pueda calificarse de estructuralista.
Sin embargo, teniendo en cuenta que muchos es-
tructuralistas sufrieron la influencia directa o indi-
recta del término “estructura” en el significado ma-
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temAtico, tal vez pueda interesar a partidarios y
opositores del estructuralismo.

dQué’ es una estructura?

Las estructuras, en el sentido en que queremos
tratarlas aqui, son un tipo especial de k-tuplo,
donde por k-tuplo se entiende una secuencia de k
miembros, o sea, k miembros puestos en fila, uno
en el primer lugar, uno en el segundo, etc., y fi-
nalmente uno en el k-ésimo lugar. Frecuentemente
los k-tuplos se simbolizan de la siguiente manera:

L

colocdndose en lugar de los puntos suspensivos los
simbolos de los diferentes miembros en el orden
establecido. Asi el triple cuyo primer miembro es
d, el segundo a y el tercero e se simbolizaria por:

<d,a,e>

Vimos que no todos los k-tuplos son estructuras.
Las estructuras tienen una forma muy especial. Co-
mo primer miembro figura una clase (una colec-
cién) que tiene por lo menos un elemento. Esta
clase se simbolizard por “V” y sus elementos se
llamaran “individuos”; los individuos en este tra-
tamiento son objetos cualesquiera no necesariamen-
te reales, de modo que el primer miembro de los
k-tuplos es una coleccién de objetos reales o ima-
ginarios. Los deméds miembros de una estructura
son subclases de V o relaciones entre los elemen-
tos de V. ,

Conviene mencionar que hay relaciones no sélo
entre dos individuos (llamadas “relaciones biposi-
cionales”; ejemplo: . . . es el doble de . . .) sino
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también entre tres individuos (llamadas “relaciones
triposicionales”; ejemplo: . . . es la suma de . . .
y de . . .), entre cuatro individuos, etcétera. En
lugar de hablar de relaciones biposicionales, tripo-
sicionales, etcétera, hablaremos también de funcio-
nes pro‘poszczonales biposicionales, trlposwlonales,
etcétera.,

Las subclases de V, por ejemplo todos los ele-
mentos de V que estdn hechos de yeso (. . . estd
hecho de yeso) o todos los elementos de V que mi-
den menos de 30 cm. (. . . mide menos de 30 cm),
pueden tratarse como funciones proposicionales

uniposicionales; pues por analogia con las funcio-

nes proposicionales biposicionales que tienen dos
lugares libres (representados por dos huecos con
puntos suspensivos), las subclases tienen un lugar
libre (representado por un hueco con puntos sus-
Pensivos).

En consideracién de lo anterior podemos decir
que en el k-tuplo detras de la clase V figuran fun-
ciones proposicionales que se refieren a los elemen-
tos de V y que pueden ser uniposicionales o bipo-
sicionales, etcétera. Estas funciones proposicionales
se simbolizarin aqui por “F”, “G”, “H”, “K”, etcétera,
de modo que las estructuras se simbolizarian por:

<V, H, K, . .-.>»

Con todo esto ya pueden verse algunas caracteris-
ticas del tratamiento estructural en general. Por de
pronto no se consideran objetos (individuos) aisla-
dos. Tampoco se trabaja con puras clases o totali-
dades sin m4s; una clase V por si sola, por pobre o
rica que sea en individuos no constituye una estruc-
tura. Unicamente si V se presenta junto con una o
més funciones proposicionales, las que a su vez se
refieren exclusivamente a los 1nd1v1duos de V, en-
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tonces podemos hablar de una estructura. Esta com-
binacién de una clase con funciones proposicionales
que se refieren a los individuos de la clase es uno
de los puntos fundamentales del tratamiento estruc-
tural.

Para dar un ejemplo, consideremos el triple cuyo
primer miembro V es la clase de los ntimeros enteros
(los positivos, 0 y los negativos), F es la funcién
proposicional triposicional . . . es la suma de . . .
yde. ..y G esla funcién proposicional biposicio-
nal . . . es el doble de . . . Vemos que no nos in-
teresan aqui ni determinados nimeros enteros ni la
clase de los ntimeros enteros, sino los ntimeros en-
teros junto con las funciones proposicionales de la
suma y del doble, o sea todas las conexiones que
rigen entre los nimeros enteros gracias a estas dos
funciones.

En todo el tratamiento estructural las funciones
de los k-tuplos se aplican tnicamente a los indivi-
duos de la clase V respectiva (en el ejemplo, a los
ntimeros enteros). Si uno desea trabajar con fun-
ciones proposicionales mas amplias, que ademas se
aplican a otros individuos, no hay impedimento.
Simplemente se forma una nueva estructura con una
clase V més amplia y con funciones proposiciona-
les més amplias que se aplican ahora exclusivamen-
te a los individuos de la nueva clase V. En mate-
matica y légica matemética las ampliaciones de
estructuras constituyen un tema muy interesante;
por ejemplo, se desea ver cudles caracteristicas de
la antigua estructura se guardan respecto de la nue-
- va estructura ampliada.

Ejercicio 2.1) Sefialar algunas estructuras, indi-
cando con subindices si las funciones proposiciona-
les son wuniposicionales, biposicionales, etcétera.
Ejemplo: <est, Mod,, Pers;, Vecs, Ex,>, donde est

-
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es la clase de las estaciones ferroviarias de una re-

gién; las Mod son aquellas que estdn modernizadas

segiin un criterio determinado, las otras pertenecen

automdticamente a —Mod; las Pers son las que estan

destinadas al transporte de personas; Vec es la re- -
lacién biposicional de vecindad entre dos estacio-

nes y.Ex la relacién biposicional de estar conectado

por trenes expresos directos.

Ejercicio 2.2) Frecuentemente se presentan es-
tructuras con una o més relaciones de orden total
(como la relaciéon menor entre ntimeros enteros) o
de orden parcial (como la relacién es divisible por
entre ntimeros enteros positivos). Indicar estructu-
ras con relaciones de este tipo. Ejemplo: <el, Mas,,
Ed,, Pes;>, donde el es la clase de los elefantes
de un jardin zoolégico; Mas son los de sexo mas-
culino; Ed es la relacién de tener més edad y Pes la
relacién de tener mas peso.

Ejercicio 2.3) Estructuras con un nimero re-
ducido de individuos y funciones proposicionales (si
éstas son sdlo uniposicionales o biposicionales) pue-
den presentarse de la siguiente manera: los indivi-

_ duos se simbolizan por pequefias cruces. Con sig-

nos agregados a las cruces se marca la pertenencia
a las diversas funciones uniposicionales y con fle-
chas de diverso tipo (flecha entera, flecha inte-
rrumpida, etcétera) entre las cruces se indican las
funciones biposicionales. Representar graficamente
una estructura formada segun los ejercicios 1 6 2.
Para dar un ejemplo, supongamos que haya tres
elefantes (“a”, “b”, “¢”), uno de ellos de sexo mas-
culino sefialado con “8”. La relacién Ed se repre-
senta por “———" y Pes por “— — —". Podriamos
tener entonces (suponiendo que a y ¢ sean de la
misma edad, aunque no del mismo peso):
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Puede ocurrir que el individuo a esté en relacién
F consigo mismo (caso que se presenta siempre con
la relacién de identidad, de mucha importancia en
las estructuras mateméaticas). Esta situacién se re-
presenta graficamente por:

e

Puede ocurrir que a esté en relacién F con b y vice-
versa (caso que se presenta siempre con las relacio-
nes Vec y Ex). Representacion grafica:

ax & >xb

Ejercicio 2.4) Para formar estructuras con indivi-
duos de dos tipos diferentes, como personas y obje-
tos fisicos o nimeros enteros y conjuntos de niimeros
enteros se elige como clase V la que contiene los
individuos de las dos especies y se introduce luego
una funcién uniposicional para hacer la distincién
entre los individuos. Ejemplos: <pob, Persy, . . .>,
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donde pob contiene personas y objetos fisicos, los

- Pers son aquellos individuos que son personas (los

objetos fisicos serfan en este caso automéaticamente
—Pers). <enc, Eny, . . .>, donde enc contiene los
nimeros enteros y los conjuntos de ntimeros enteros,
los En son aquellos individuos que son ntmeros

enteros (los conjuntos de niimeros enteros serian

automaticamente —En). Anélogamente se procede
cuando hay individuos de tres o mas especies. Se-
falar algunas estructuras de este tipo.

Ejercicio 2.5) Frecuentemente se presentan es-
tructuras en que una subclase de V' contiene un solo
individuo. Indicar una estructura de este tipo. Ejem-
plo: <enp, Baj;, . . .>, donde enp es la clase de
los nimeros enteros positivos y Baj es formado por
aquellos que son més o igualmente bajos que todos
(hay uno solo que es 1).

3. Los sistemas

Para profundizar el analisis de las estructuras hay
que hablar un poco de expresiones y clases de ex-
presiones, pues ciertas clases de expresiones estin
intimamente ligadas a las estructuras.

Para los légicos matematicos las expresiones no
'son mas que secuencias de signos tipogréficos?;

por ejemplo, la expresién “hace calor” es la letra
€« 2

“h” seguida por la “a”, seguida por la “c”, seguida

por la “e”, seguida por el espacio en blanco, segui-

da por la “c”, etcétera. Un ejemplo matemético se-
 ria x4+ y=y-+x"

Se pueden formar clases de expresiones y algunas
de estas clases que cumplen con determinadas con-

1 Aqui nos limitamos a las secuencias finitas de signos
tipograficos.
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diciones se llaman “sistemas”, Las expresiones que
son elementos de un sistema dado se llaman “teo-
remas” del sistema en cuestién. El procedimiento
habitual para formar un sistema es, en lineas gene-
rales, el siguiente: por de pronto se descartan todas
las expresiones que no se consideran significativas
para el sistema que se desea construir. En légica
matematica esto se hace mediante reglas en forma
tan rigurosa que no queda ninguna expresion dis-
cutible, o sea, ninguna expresiéon de la que no se
puede determinar en forma rutinaria si es 0 no es
significativa. Entre las significativas respectivas
que quedan hay, en los casos normales, algunas que
son teoremas del sistema y otras que no lo son. Para
determinar los teoremas se sefialan algunas expre-
siones significativas que se llaman “teoremas basi-
cos” o “axiomas” del sistema. Ademads, por medio
de ciertas reglas explicitamente sefialadas se esta-
blece un mecanismo llamado “procedimiento de-
mostrativo” que permite introducir uno por uno
nuevos teoremas. La clase de todos los teoremas
respectivos, los bésicos y los introducidos por de-
‘mostracién, constituye luego el sistema en consi-
deracién.

Aunque s6lo ciertos sistemas tienen un interés
practico, en principio cualquier clase de expresio-
nes, formada segtn los criterios indicados, pero por
lo demés con plena arbitrariedad, es un sistema.

Actualmente se utiliza un gran nimero de siste-
mas, especialmente en matemética, pero también
para partes de la fisica, biologia y economia. Entre

los sistemas que tratan sectores de la matematica.

hay varios que se refieren a conjuntos, otros a nd-
meros naturales, a nimeros reales, etcétera. Hay
sistemas geométricos, por ejemplo, de la geometria
euaclidiana, y muchos sisternas mds. Habitualmente
todos ellos se construyen de tal manera que tienen
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un fondo légico comin. Este fondo légico a su vez

constituye un sistema que se llama “sistema funcio-
nal bésico”. o

En las expresiones de los sistemas mencionados
figuran ciertos signos o secuencias de signos que se
llaman “simbolos”. De interés especial para lo que
sigue son los simbolos individuales que simbolizan
individuos determinados (se refieren a individuos
determinados) y los simbolos funcionales (simboli-
zan funciones proposicionales determinadas).

4. Modelos y sistemas apropiados

Tomando como base las secciones anteriores pue-
de sefialarse ahora una conexién fundamental entre
sistemas y estructuras. Para ello conviene proceder
en dos etapas.

Primera etapa: tengamos, por un lado, un siste-
ma S. Sea C la clase de todos los simbolos indi-
viduales que figuran en las expresiones S. Supon-
gamos, ademas, que en las expresiones de S figuran
s6lo (con muchas repeticiones) dos simbolos fun-
cionales, uno de funcién proposicional uniposicional
y uno de funcién proposicional triposicional. Ten-

-gamos, por otro lado, una estructura E, por ejemplo

<V,FE,G> con F uniposicional y G triposicional.
Ahora hacemos corresponder a cada simbolo indi-
vidual de C un individuo de V, al simbolo funcional
uniposicional la funcién F y al simbolo funcional
triposicional la funcién G. Esta correspondencia po-
drfa considerarse como un tipo de simbolizacién o
denotacién, de modo que los simbolos individuales
de C simbolizarian ciertos individuos de V y los
simbolos funcionales, las funciones F y G.
Resumiendo, tenemos por un lado un sistema,
una entidad que puede considerarse como algo lin-
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\giifstico, y por otro, una estructura, algo que nor-

malmente no tiene nada de lingiiistico. Tenemos, «

por un lado, simbolos individuales y funcionales,
y por otro, individuos y funciones. Finalmente he-
mos logrado establecer un tipo de relacién de sim-
bolizacién entre los simbolos, por un lado, y los
individuos y funciones proposicionales, por otro.
La relacién de simbolizacién puede establecerse
s6lo si la estructura E es lo suficientemente ricas
es decir, si en el sistema S hay simbolos funcionales
n-posicionales, debe haber en la estructura E por lo
menos una funcién proposicional n-posicional. Esta
exigencia es bien razonable, pues de otro modo ¢a
qué funcién de E se refiere el simbolo funcional?
Fn cambio no se exige que diferentes simbolos in-
dividuales o funcionales simbolicen siempre dife-
rentes individuos o funciones; es perfectamente ad-
misible que, por ejemplo, “IV"y “4” simbolicen un
mismo individuo, y lo mismo ocurre con las fun-
ciones proposicionales. Aunque asi dos o més sim-
_ bolos pueden simbolizar lo mismo, sin embargo, un
sfmbolo del sistema que se considera simboliza un
solo individuo o una sola funcién de una estructura,
de modo que respecto de un sistema y una estruc-
tura dados no hay ambigiiedad posible.

Segunda etapa: en lo que sigue se tratard s6lo
de la conexién entre sistemas y estructuras si es
posible establecer una relacién de simbolizacién tal
como ha sido sefialada en la primera etapa. Podria
ocurrir entonces que lo afirmado por un teorema de
S rige en la estructura E. Por ejemplo, podriamos

tener en S el teorema “5 > 37 y podria ocurrir que

en la estructura E 5 es mayor que 3 (o sea, la rela-
ci6n biposicional mayor rige entre 5y 3). Hasta
podria presentarse €l caso de que lo afirmado por
todos los teoremas de S rige en la estructura E. En-

3
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tonces decimos que la estructura E es un modelo
de S o, a la inversa, que S es un sistema apropiado

‘ ’la de J‘E.
Una representacién grafica de esta conexién seria:
< * modelo S
s ¥ X E

\
rd

sistema apropiado

Rt

! si el hombre de ciencia dispone de un sistema apro-
\f piado para la estructura o estd empefiado en cons-
: truir uno. Si tiene un sistema apropiado entonces
. automaticamente lo que dice un teorema rige en la
estructura; conocer teoremas significa ser capaz de
sefialar conexiones entre los elementos de la es-
tructura. ’
Para demostrar concretamente que un sistema es
apropiado basta probar que lo afirmado por los

axiomas rige en la estructura. Con esto lo afirma-

do por los demés teoremas del sistema también rige
en la estructura, siempre que sé trate de los siste-
mas aqui considerados, basados en el sistema fun-
tional bésico. Asi la demostracién de que un sis-
tema es apropiado es mds facil que lo que aparece
a primera vista.
Lo afirmado por algunos teoremas rige en todas
 las estructuras. Son aquellos teoremas que perte-
necen al fondo 16gico comtin, o sea, al sistema fun-
ci.onal basico. Por lo tanto este sistema es apro;
piado para todas las estructuras o, a la inversa
todas las estructuras son modelos del sistema fun-

cional basico. T

Una estructura es cientificamente interesante sélo
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bolizacién se podrian pegar objetos pequefios en
una hoja de papel y escribir una o mis letras mi-
nisculas latinas al lado de cada uno, pero de tal
modo que ninguna letra esté al lado de dos o més
objetos. Desgraciadamente este procedimiento no
es aplicable a todos los individuos, sea por su tama-
fio (elefante), su cardcter abstracto (el nimero 7),
etcétera. Menos atn es aplicable a las funciones
proposicionales. Asi, en general, conviene proceder
en forma abstracta, ejemplo: la cifra “0” simboliza
el ntimero 0, la cifra “1” simboliza el nimero 1, . . .,
la expresién “Par” simboliza la clase de los nimeros

pares, el signo “<” simboliza la relacién menor, et-

cétera. Hacer una lista de simbolos individuales y
funcionales e indicar (en palabras) lo que simbo-
lizan. '

Ejercicio 4.2) Indicar en castellano algunos teo-
remas generales tales que lo afirmado por ellos rige
en todas las estructuras. Ejemplos: “Algin indivi-
duo pertenece a F o no es el caso que algin indi-
viduo pertenece a F”, “Si todos los individuos que
pertenecen a la subclase F pertenecen también a G
y todos los que pertenecen a G pertenecen a H,
entonces todos los que pertenecen a F pertenecen
a H”.

Ejercicio 4.3) Indicar en castellano algunos teo-
remas especificos tales que lo afirmado por ellos
rige en una de las estructuras indicadas en los ejer-
cicios de la seccién 2. Ejemplos posibles: “Todas las
estaciones destinadas al transporte de personas es-
tin modernizadas”, “Algunas estaciones no son ve-
cinas de todas las estaciones”, “Algin elefante no
esth en relacién Ed con algtn elefante”.

Ejercicio 4.1) Para ilustrar la relacién de sim-

¥
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5. Completitud e isomorfia

Se puede demostrar que, dada una estructura,
existen siempre infinitos sistemas apropiados para
ella. Es tarea del cientifico, especialmente del ma-

_tematico, encontrar uno y ojald uno que proporcione

mucha informacién, porque (segin la definicién
indicada) hay sistemas apropiados constituidos {ni-
camente por teoremas que no proporcionan infor-
macién especifica sobre la estructura (ejemplo, el
sistema funcional bésico). Lo ideal seria un siste-
ma apropiado- que proporcione el miximo de infor-
macién, o sea que, para cada conexién, simple o
compleja, que rige en la estructura, haya un teo-
rema del sistema que la exprese. Hay una defini-
cibn formal de “sistema que proporciona el méxi-
mo de informacién”; el sistema que lo hace se llama
“sistema completo respecto de la validez”.

Para ciertas estructuras hay sistemas completos,
para otras hay sistemas apropiados mas y més in-
formativos, pero no hay uno que proporcione el
méximo de informacién, porque se puede demos-
trar que siempre hay otros con més informacién
todavia.

Asi como para cada estructura hay infinitos sis-
temas apropiados, también, a la inversa, para cada
sistema del tipo aqui considerado que estd libre de
contradiccion hay infinitas estructuras que son sus
modelos. ;

Puede suceder que muchas de estas estructuras
tengan cierto parecido especial entre si, parecido
que en matemética se llama “isomorfia”. Para acla-
rar un poco este parecido consideremos dos estruc-
turas E y E’, mas explicitamente:
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<VoboG>

y:
<V, F.G>

Supongamos que se puede establecer una corres-
pondencia biunivoca entre V 'y V’, o sea que a cada
elemento de V puede asignarse exactamente uno de
V’ y viceversa.

\%4 7 \%4

Sia, b, c, etc., son elementos de V, entonces simbo-
lizamos por “a’”, “b’”, “¢’”, etc., los elementos co-
rrespondientes de V’. Supongamos que siempre
cuando F rige entre a y b entonces F’ rige entre @’

y b’ y algo analogo respecto de G y G’ y lo mismo

para todos los elementos de V en general y sus co-

rrespondientes de V. En este caso decimos que E
y E’ son isomorfos.
Utilizando palabras simples, diremos que isomoz-

fia significa que se puede establecer una corres-

pondencia biunivoca entre las clases V de tal modo
que los elementos correspondientes satisfagan siem-
pre las funciones proposicionales correspondientes.

La isomorfia es fundamental para la matemética
actual y. en general para el tratamiento estructural.
Al analizar un campo se determina una de sus es-

£
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tructuras y se aprovechan luego los resultados ob-
tenidos respecto a esta estructura no sélo en el cam-
po mismo sino ademds en todos aquellos campos,
tal vez muy lejanos, donde hay estructuras isomor-
fas con la primera. Para usar la isomorfia no im-

porta cuéles son los elementos de V| ni cudles las’

funciones proposicionales; lo tinico que importa es

que estén relacionados de la misma manera.
Segtin la definicién indicada cada estructura es

isomorfa consigo misma, y si E es isomorfa con E’

también E’ es isomorfa con E. Ademis, si E es

isomorfa con E’ y E’ con E”, entonces E es isomorfa

con E”. Si E es modelo del sistema S y E es iso-
morfa con E, entonces E’ también es modelo de S

(se cambia correspondientemente la relacién de

~simbolizacién; por ejemplo, lo que antes era sim-

bolo de F es ahora simbolo de F’).

A veces no se hace distincién entre estructuras
isomorfas, y se tratan como si fueran una sola es-
tructura; pero seglin la terminologia de este traba-
jo, E y E, aunque isomorfas, son diferentes, a me-
nos que la clase V y las funciones proposicionales
de E sean idénticas a las de E.

Ejercicio 5.1) Indicar una secuencia S, S, S,
etcétera, de sistemas apropiados de una estructura,
donde S’ es més informativo que S, S” mas infor-
mativo que S, etcétera. Ejemplo respecto a la es-

tructura <el, Masy, Ed,, Pes;> del ejercicio 2.2:

S es la clase de los teoremas del sistema funcional

_ basico con Mas;, Ed, y Pess; S tiene ademés “Al-
~ glin elefante es masculino” y todo lo que se puede

deducir a partir de este axioma; S” tiene, aparte
de los teoremas de S y S, el axioma “Algtn elefan-
te no es masculino” y todo lo que se puede deducir
de esta expresidn, etcétera.
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Ejercicio 5.2) Indicar una estructura donde los
individuos son los personajes principales de un

drama o cuento; como minimo conviene que la es-

tructura tenga una funcién uniposicional y dos bi-
posicionales. Ejemplo: <ham, Veng., Mat,, Resy>,
donde ham es la clase de los personajes principales
de HAMLET, o sea, Hamlet (h), el rey Claudio (¢),
la reina Gertrudis (g), Polonio (p), Laertes (I) y
Ofelia (0); Veng es la clase de los que planean una
venganza, Mat es la relacién de matar (fisicamente)
y Res es la relacién de ser indirectamente responsa-
ble de la muerte. La representacién grafica serfa:

D Foiinnsii i pusis iy

X
p

Los circulos marcan aquellos que planean una ven-
ganza. g

) Fi 3

Ejercicio 5.3) Describir una situacién que cons-
tituya una estructura isomorfa. a la del ejer-
cicio 5.2, pero de un campo muy alejado. Hay

que demostrar punto por punto que las dos es-

tructuras son isomorfas. Ejemplo: En una pieza
bay dos lamparas encendidas (h* y ') que se ilu-
minan mutuamente. Ademés, la primera ldmpara
(K) ilumina una silla (p’) y una mesa (¢). So-
bre la mesa estd puesta la limpara K° y en uno
de sus cajones el libro (g'). En el tubo de la

&

G
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lampara estd puesto un resorte (0’) que permite

" subir y bajar la ldmpara. Tenemos asi la estruc-

tura <pi, Lam,, Il,, Pu,>, donde los individuos
son los objetos de la pieza, es decir, ¥, ¢, g, p,
[, 0; Lam es la clase de las ldmparas, Il la rela-
cién iluming a y Pu la relacién tener puesto en-
cima o adentro. Utilizando las letras del ejercicio
5.2 con primas (“h’”, etcétera) se ve que hay una
correspondencia biunivoca entre ham y pi (h—HR),
¢ — C, etcétera). Mientras que h y I pertenecian a la
clase Veng, ahora i’ y I’ pertenecen a la clase Lam.
Donde habia la relacién Mat (“—”) hay ahora la
relacién Il y donde habfa la relacién Res (“— ——”)
hay ahora la relacién Pu. Tenemos la misma repre-
sentacion: gréfica que en el ejercicio 5.2, sélo hay
que cambiar las letras simples (“h”, etcétera) por

elas-detras correspodientes con primas (“h”, etc.).

6. Clases de estructuras

En la seccién 5 vimos que para cada sistema li-
bre de contradiccién hay infinitas estructuras que
son sus modelos. Muchas de estas estructuras pue-
den ser isomorfas entre si, pero los sistemas ha-
bituales tienen también siempre, como modelos,
estructuras no isomorfas entre si.

La clasificacién mas usada de las estructuras se
efecttia justamente por hacer referencia a los siste-
mas de que son modelos. Concretamente, a una clase
pertenecen todas las estructuras que son modelos
del sistema S;, a otra, todas las estructuras que son
modelos de'S;, y asi sucesivamente.

Por de pronto, la clasificacién mencionada da

clases mucho més amplias que una clasificacién por

isomorfismo. Pero ella no es exclusiva, Por ejem-
plo, una estructura E puede ser modelo tanto del
sistema S; como también del sistema S, y tal vez

Wi
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también de S; y de otros (vimos que toda estruc-
tura es modelo del sistema funcional bésico). A
pesar de la falta de exclusividad, se prefiere en el
tratamiento . estructural dentro y fuera de la mate-
matica la clasificacién respecto de sistemas a toda
otra clasificacién posible.

Asi, en matemdtica tenemos la clase de las es-
tructuras que son modelos de sistemas como el de
los grupos, el de los anillos, el de las 4lgebras de
Boole 2 y otros. Aquellas estructuras que son mo-
delos del sistema de los grupos (que pertenecen
a la clase correspondiente de estructuras) se lla-
man simplemente “grupos”; las que son modelos
del sistema de los anillos se llaman “anillos”; las
que son modelos del sistema de las 4lgebras de
Boole se llaman “4lgebras de Boole”, etcétera. Te-
nemos de este modo una larga lista de estructuras
matemdticas con nombres especiales® y nada 'nos
impide extender este tipo de clasificacién a otros
campos.

Para dar un ejemplo matemético, sea V la clase
de los ntimeros enteros, F la funcién proposicional
biposicional de igualdad y G la funcién proposicio-
nal triposicional de suma; luego <V, F,G> es (en-
tre otras cosas) un grupo, porque para esta estruc-
tura rige lo afirmado por los axiomas (y demés
teoremas) del sistema de los grupos. Hay infini-
tos otros grupos, algunos de ellos isomorfos con
<V,F,G>, otros no.

2 En vez de hablar de “sistema de los grupos”, “sistema
de los anillos”, se habla frecuentemente de “teoria de los
grupos”, “teoria de los anillos”.

3 En esta seccién y en las anteriores vimos que la cien-
cia matematica se ocupa de diversos sistemas y de diversas
estructuras. Esta concepcion moderna no tiene nada de
extraordinario si uno la compara, por ejemplo, con la zoolo-
gia que se ocupa de diversos animales.
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7. Estructura y realidad

Hasta el momento se correlacioné algo no lin-
giifstico, que son las estructuras, con algo lingiiisti-
co, que son los sistemas. Hay una sola excepcién;-
son aquellas estructuras en que la clase V a su vez
estd constituida entera o parcialmente por expre-
siones, de modo que ya la estructura misma tiene
algo de lingiiistico., En este caso se atribuye un
cardcter especial a' los sistemas apropiados; se
dice, en terminologia logicomatemAtica, que estdn

- formulados en “lenguaje de segundo nivel”, o en

“metalenguaje”, de modo que las estructuras (par-
cialmente) lingiifsticas estarfan correlacionadas con
sistemas metalingiiisticos.

Volviendo a aquellas estructuras que son entes
no-lingiifsticos (y de las cuales las recién sefialadas
no se distinguen fundamentalmente), uno puede

_ preguntarse si, o hasta qué punto, constituyen la

realidad. ¢Son, por lo menos en parte, el mundo
objetivo?

La respuesta es mas bien negativa, pero toda la
problematica es muy compleja. Por de pronto hay
que ver las estructuras como construcciones menta-
les elaboradas por hombres de ciencia, como pro-
ductos de la actividad racionalizadora humana, que
tal vez reflejen mas o menos fielmente ciertos as-
pectos de la realidad. Mé4s no se puede pretender.
No se sabe siquiera si la realidad tiene un caracter
estructural. Ademads hay diferentes estructuras que
corresponden a un sistema o a sistemas igualmente
bien apoyados en la experiencia. Es posible que
en estos casos la realidad excluya todas las estruc-
turas, excepto una. Sin embargo, también es po-
sible que varias estructuras reflejen igualmente bien
ciertos aspectos de la realidad; pues hay que tener
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en cuenta que todo trabajo cientifico constituye una
simplificacién y que en esta simplificacion una es-
tructura puede reflejar, hasta cierto punto, los as-
pectos A y otra los aspectos B de la realidad.

Aunque no podemos afirmar que una estructura
sea la realidad o parte de la realidad o una copia
fiel de la realidad, no por eso las estructuras estan
totalmente desvinculadas de la realidad. Si los sis-
temas apropiados correspondientes estan apoyados
directa o indirectamente en la experiencia, enton-
ces las estructuras modelan o simulan la experiencia
ya obtenida y posiblemente futuras experiencias, por
16 menos con cierta aproximacién. De este modo la
razén y la experiencia juntas nos guian en la pre-
seleccién de estructuras, nos ayudan en su cons-
truccién por etapas y nos hacen descartar algunas
estructuras a favor de otras.

Pero todo esto no constituye una justificacion su-
ficiente para hablar de estructuras naturales (inde-
pendientes de los hombres teoretizantes) que se
encuentran en las cosas. Por otro lado, la pregunta
por la existencia de una tendencia mental especial
de formar estructuras o de preferir ciertas estructu-
ras a otras, pertenece al campo de la psicologia y
no se tratara aqui.

Ejercicio 7.1) Indicar una estructura puramente
lingiiistica donde ex es una clase determinada de
expresiones y se consideran relaciones como ser ex-
presion mds larga (con mas signos) y ser sindnimo.

Ejercicio 7.2)  Sefialar (en metalenguaje) algu-
nos teoremas de la estructura del ejercicio 7.1.

8. Anélisis estructural de objetos

y entidades simples

Es de interés aplicar las consideraciones estruc-
turales no sélo a campos mas o menos extendidos
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del saber, sino también a objetos que se presentan
como algo simple a los sentidos, tales como una pie-
dra, una manzana, una melodia o a entidades no
muy complejas, como una familia.

En algunos casos especialmente simples, hasta un
andlisis conjuntivista es suficiente, mientras que en
otros un analisis estructural es mas provechoso. Por
ejemplo, para una coleccién dada de estampillas
puede ser suficiente considerar cuéles son las estam-
pillas que pertenecen a la coleccién y cuédles no.
Tal vez no interesa el orden en que las estampi-
llas estan pegadas en el 4lbum, ni cuil estampilla
es una variante de otra, cudl es méas valiosa que
otra, etcétera. En este caso basta un analisis con-
juntivista; la coleccién se trata simplemente como
la clase o el conjunto de las estampillas. Si, en
cambio, se desea tener en cuenta las relaciones arri-
ba mencionadas u otras similares, habria que con-
siderar una estructura como < est, Ant Var, .. .2}
donde est (o sea V) serfa la clase de las estampi-
llas, Ant la relacién biposicional figurar con ante-
rzomdad en el dlbum, Var la relaciéon b1posxc1onal
ser una variante de, etcétera.

En muchos otros casos el andlisis conjuntivista
es de antemano insuficiente; no basta tratar una pa-
red como una clase de ladrillos, una piedra como
una clase de moléculas, una manzana como una
clase de células o de moléculas, una melodia como
una clase de sonidos. En todos estos casos debe
considerarse un determinado ntimero de funciones
proposicionales, aparte de la clase que se elige para
formar la base de la estructura respectiva.

Asi tendriamos para una pared determinada
hecha sélo de ladrillos, sin argamasa, algo como
<lad, Tar, Tis, .>, donde lad seria la clase
respectiva de los ladrillos, Tar la relacién biposicio-
nal topar en el plano por arriba, Tis, topar en el
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plano por la izquierda, también con relaciones 1comcz)
topar en una linea, topar en un punto y ta v(e}:
otras m4s. Aplicando el mismo tratamiento a todo
lo que, en principio, uno estd dispuesto a co‘nsr
derar como pared de ladrillos, se pueden fgrma‘l gn
general las estructuras correspondientes. No“es i-
ficil construir un sistema llamado tal vez teoria
de las paredes de ladrillos” que sefiala, mefil'int’e
axiomas y teoremas demostrados, las caracteristi-
cas comunes de todas estas estructuras en un sen-
tido muy amplio (incluyendo, por ejemplo, las es-
tructuras isomorfas con ellas). Los modelos del
sistema serian, luego, paredes de laglrlllos (trata-
das como estructuras) y estructuras 1som/ortas con
paredes de ladrillos, todo en plena analogia con los
grupos, anillos y 4lgebras de Boole. |
Consideraciones similares, aungque mas ,complc;%
jas, se aplican a piedras, manzanas, etcetera,.dse
construyen sistemas correspondle.ntes y se conside-
ran luego los modelos de estos sistemas. i
Una determinada melodia e]'ecutada/ (es decir, in-
terpretada tal dia y a tal hora) podria tratarse, en
un analisis muy primitivo, como <son, Ant, . . >,
donde son seria la clase de los sonidos rcspo?,tlvos
(que a su vez son complejos e ‘incluyen también /la
falta de sonido, o sea, el silencio), Ant,/ la 1'gs]a}c1on
de anterioridad y algunas relaciones mds, segin el
grado en que uno quiere profundizar, el andlisis. Up
musicblogo probablemente prqcederla en forma di-
ferente; por un lado, no partiria de son sino de una
clase de sonidos en algin sentido basllcos; por
otro, no analizarfa melodias ejecutadas sino mc-l.o—
dias de tipo general que son comunes a una var ie-
dad de ejecuciones. Estos detglles, aunque en _‘51
muy interesantes, no son esenciales para un lm!‘}—‘
miento general de las estructuras. En cualquier

e
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caso se procede, luego, a la construccién de los sis-
temas correspondientes, lo que permite, posterior-
mente, analizar Jos modelos de estos sistemas,

También una familia o un regimiento son més
que una clase de personas, al igual que un bosque
es mas que una clase de 4rboles. Para una familia
determinada en sentido biolégico (sin considerar
aspectos legales) tenemos algo como <pers, Mas,
Pam, Cop, Cos, . . .>, donde pers es la clase de
los integrantes de la familia, Mas la funcién uni-
posicional ser de sexo masculino, Pam la relacién
biposicional ser padre o madre de, Cop la relacién
biposicional ser primer cdnyuge (en orden tempo-
ral) de, Cos la relacién biposicional ser segundo
conyuge de. Anédlogamente un regimiento deter-
minado puede tratarse tal vez como <pers, Sa,
Len, . . .> donde pers es la clase de los integran-
tes-del regimiento, Sa, la relacién biposicional ser
sargento de, Ten, la relacién biposicional ser te-
niente de. Sin dificultad se forman los sistemas
correspondientes que tienen por modelos fami-
lias (regimientos) y estructuras isomorfas con
familias (regimientos).

En el caso de los bosques un tratamiento sim-
plificado serfa limitarse a los 4rboles y a las rela-
ciones entre ellos. Naturalmente nada nos impide
profundizar el andlisis incluyendo en la clase V las
demés plantas del bosque, los animales y otros
objetos que, segtin la opinién del que realiza el
analisis, tienen importancia. Una vez tomadas las
decisiones previas respecto de V y las funciones
proposicionales, se forman las estructuras y el sis-
tema correspondiente.

Lo que se sefialé aqui para objetos y entidades
simples (muy simplificadas en estas paginas) pue-
de extenderse también a casos mas complejos, como
estados psiquicos, lenguajes, economias y socieda-
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des. Pero entonces el grado de dificultad aumenta
enormemente, a menos que uno se limite a tomar
en cuenta s6lo unas pocas funciones proposicionales.

9. Parte y entero

La relacién parte - entero es un problema intere-
sante de la légica. Ha sido analizada a fondo en
algunos casos especiales como el de subclase - clase
y de subestructura - estructura. En cambio la rela-
cién entre lo que aqui se llamard “estructura par-
cial” y la estructura entera no ha sido tratada en
forma especial, que yo sepa (véase, por ejemplo,
[8] v [4] en la bibliografia).

Tengamos un triple <V, F, G> que es un grupo,
o sea una estructura que cumple con las condicio-
nes sefialadas en los axiomas de la teoria de los
grupos. Formemos, adem4s, un triple <V, ', G >,
donde V’ es una subclase (no vacia) de Vy F' y
G’ con restricciones de F v G a V* (son F y G apli-
cadas sélo a los elementos de V’). Supongamos
que <V’,F,G> también sea un grupo. En este
caso decimos que <V’, F',G> es un subgrupo de
<V, F,G>. Por ejemplo, los nimeros enteros (po-
sitivos, 0 y negativos) forman, respecto de la igual-
dad y la suma, un grupo <ent, Ig, Su>. Lo mis-
mo hacen los nimeros pares (positivos, 0 y nega-
tivos) respecto de igualdad y suma restringidas a
los ntimeros pares. Asi <par, Ig’, Su'> es un sub-
grupo de <ent, Ig, Su>.

Exactamente las mismas consideraciones pueden
aplicarse a cualquier estructura, de modo que po-
demos hablar de subparedes de ladrillos, de sub-
piedras, submanzanas, submelodias, etcétera.

Se exige que V’ sea una subclase de V, en otras

palabras, que todos los elementos de V' sean ele-
mentos de V. Puede ser que también todos los
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elementos de V sean elementos de V’ (en este caso
se dice que V’ es subclase impropia de V') o que en
V haya elementos que no figuran en V’° (en este
caso se dice que V' es subclase propia de V). Apli-
cando la definicién de “subestructura” a las sub-
clases impropias, se ve que cada grupo es subgrupo
de si mismo, cada piedra subpiedra de si misma.
Sin embargo, estos casos triviales en que V’ es
una subclase impropia de V interesan menos que
los casos en que V’ es una subclase propia de V
(asi, en el ejemplo, par es subclase propia de ent).
Muchos grupos tienen subgrupos propios, como

- es facil de ver. Dada una pared de ladrillos de

cierta extensién, se puede encontrar una subpared
propia, o sea, una subclase propia de lad cuyos ele-
mentos cumplen, respecto de las relaciones Tar’,
Tis’, etcétera, con las condiciones caracteristicas de
[as paredes de ladrillos. Algo analogo vale también
para las piedras de cierto tamafio. En cambio, la
Unica submanzana de una manzana dada es esta
manzana misma, porque no hay una subclase pro-
pia de las células de modo que los elementos de esta
subclase cumplan, respecto de las funciones propo-
sicionales correspondientes, con las condiciones
caracteristicas de las manzanas (por lo menos en el
caso ideal de las manzanas a las que no les faltan
partes).

Para melodias no demasiado cortas hay subme-
lodias propias, y lo mismo vale para familias més
0 menos numerosas. También hay subregimientos

- propios (por ejemplo un regimiento después de
los combates en relacién con el regimiento antes

de los combates) e, igualmente, hay subbosques
propios.

Tenemos, asi, un tipo de relacién parte - entero
que ha sido ampliamente investigado, por lo me-
nos en el caso de las dlgebras tradicionales, como
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grupos, anillos y 4lgebras de Boole. Se vio que la
extension de este tratamiento a paredes, piedras y
otros objetos no ofrece dificultades en principio.

Sin embargo, hay casos en que la relacién parie-
entero no estd comprendida en el tratamiento de
subestructuras. Asf un cuarto de manzana no es
una manzana, una tajada de pan no es un pan. En
todos estos casos no se trata de subestructuras, por-
que las células del cuarto de manzana o las mo-
léculas de la tajada de pan no cumplen, respecto
de las funciones proposicionales correspondientes,
con las condiciones caracteristicas de las manzanas
o-de los panes, respectivamente.

Por otro lado, las células del cuarto de manzana

“cumplen con algunas condiciones caracteristicas
de las manzanas. En otras palabras, aunque <cel,
F’, G,...> no es una submanzana de cel .F.
G, . . .>, los elementos de cel’ cumplen, respecto
de F’, G, etc., por lo menos con algunas de las con-
diciones sefialadas en los axiomas y demAs teore--
mas del sistema que podria llamarse “teorfa de las
manzanas”. ‘Habrfa que indicar cuédles son las con-
diciones que se desean conservar v, eventualmente,
cudles son las condiciones adicionales cuyo cumpli-
miento se exigird para las partes de manzanas. Una
vez hecho esto, se construye sin dificultad un sis-
tema tal vez llamado “teoria de las partes de man-
zanas”.. Uno de sus modelos serfa entonces <cel,
F, G, .. .>; si, ademis, cel’ es una subclase de
cel y si F, G, etcétera, son restricciones de F.G,
respecto de aquellas condiciones que se conservan,
entonces <cel, F°,G’,. . .> podria considerarse
como parte de <cel, F,G, .. .>.

La relacién parte de manzana - manzana seria en-
tonces un nuevo tipo de relacién parte - entero. Exac-
tamente el mismo tratamiento puede aplicarse a la
relacién tajada de pan - pan y a muchos otros ca-
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sos. El nuevo tipo de partes podria llamarse “es-
tructuras parciales” (respecto de las estructuras ori-
ginales). ;

Hay muchas diferencias entre las subestructuras,
por un lado, y las estructuras parciales, por otro. Asi,
para cualquier estructura queda establecido en prin-
cipio cudles son sus subestructuras (estructura y
subestructuras respectivas son de la misma clase).
En cambio, en cada caso hay que fijar de nuevo
cules son las estructuras parciales de una clase
dada de estructuras; por ejemplo, se debe fijar qué
es una estructura parcial respecto de las manzanas,
qué es una estructura parcial respecto de los panes,
etcétera. ) :

Vimos antes que cada estructura es subestructu-
ra de si misma. En cambio una estructura mno es
necesariamente estructura parcial de si misma (no
lo- es si para las estructuras parciales respectivas
se tijan condiciones adicionales que no se cumplen
en las estructuras originales).

Una pregunta interesante se refiere a la parte de
la parte. ¢Es a su vez parte del entero? Respecto
de las subestructuras tenemos (segtn la definicién
de “subestructura”) el resultado de que una subes-
tructura de una subestructura de una estructura es
también directamente subestructura de la estruc-
tura.

Tampoco aqui tenemos lo mismo para las estruc-
turas parciales. Supongamos que una miga de pan
sea estructura parcial de una tajada de pan (cum-
ple con las condiciones caracteristicas de las partes
de tajadas de pan y hay la relacién de subclase
entre las V respectivas y de restriccién entre las
funciones proposionales). Supongamos, ademds,
que la tajada a su vez sea estructura parcial de un
pan entero (cumple con las condiciones caracterfs-
ticas de las partes de panes y hay la relacién de
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subclase y de restriccién). No por eso la miga es
necesariamente estructura parcial del pan entero,
ya que no cumple automiticamente con las condi-
ciones caracteristicas de las partes de panes. De-
pende del sistema de las partes de panes elegido
si, ademds de las tajadas, también las migas se con-
- sideran partes de panes. Aunque asi, en resumen,
E; (la miga) es estructura parcial de E; (de la
tajada) y E: es estructura parcial de E; (del pan
entero), no por eso E; es automaticamente estruc-
tura parcial de Ej.

Los analisis recién sefialados nos proporcionaron
algunos datos basicos sobre dos relaciones bien di-
ferenciadas, la de subestructura y la de estructura
parcial. Ambas pueden tratarse rigurosamente y
son, hasta cierto punto, representativas de la rela-
cion informal parte - entero.

Ejercicio 9.1) Hacer una lista de ejemplos en-
tero - parte, subrayando aquellas expresiones de par-
tes que simpolizan subestructuras.

Ejercicio 9.2) Indicar teoremas que rigen para
una estructura y no para una de sus estructuras
parciales y viceversa (sefialando previamente la es-
tructura parcial). Ejemplo respecto a manzanas y
partes de manzanas (con Puly ser célula de la pulpa
y Exy ser célula que estd en contacto con el exte-
rior): “Ninguna célula de Pul es Ex’.

10. El tiempo en el tratamiento estructural

Se sefialé en la introduccién que este trabajo,
aunque dedicado a las estructuras, no estd dentro

de la linea estructuralista. Asf, el estructuralismo

generalmente trata las estructuras haciendo abstrac-
cién del tiempo, o bien las enfoca en un determina-
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do punto temporal, sin tener en cuenta, de este
modo, los cambios temporales, o sea, el desarrollo.
En cambio, desde el punto de vista logicomatemé-
tico no hay razén alguna para excluir los factores
temporales, si éstos son de interés para el campo .
respectivo. Tampoco existen dificultades en prin-
cipio que impidan un tratamiento temporal.

Como ejemplo sencillo se sefialara el caso de las
familias. Vimos que sin consideraciones tempora-
les una familia puede presentarse como k-tuplo de
la forma <pers, Mas, Pam, Cop, Cos,. . .>. En
esta estructura queda establecido quién es tio de
quién, al igual que en un 4rbol genealégico; pero
10 se toma en cuenta que el tio y el sobrino hayan
0 no hayan vivido como contemporaneos durante
un tiempo, ni quién de los dos haya nacido o muer-
0 dmtes. !

Para tratar ahora ciertos aspectos temporales, cons
sideremos una familia durante un tiempo determi-
nado, supongamos un siglo. Efectuamos un corte
temporal siempre que un integrante de la familia
haya nacido, se haya casado, haya muerto y tal vez
haya intervenido en otros acontecimientos que se
consideren importantes. Supongamos que el néme-
ro total de los cortes temporales sea 80, aparte de
las fechas claves que son el principio y el fin del
siglo. El siglo se descompone entonces en 81 tre-
chos temporales.

Supongamos que el nacimiento de Jonis haya
marcado el principio del trecho 17 y su muerte el
fin del trecho 60 (el principio del trecho 61). En
vez de considerar a Jonds como un tnico elemento
de pers, trataremos ahora a Jonésyz, a Jonasg, . . .,
a Jondsg, como elementos de una clase pert, o sea,
de una clase cuyos elementos se llamarin “personas
temporales”. Se procede de un modo anilogo con
los demds integrantes de la familia. Asi pert tiene
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muchos més elementos que pers (en vez de un solo
Jonas tiene 44 Jonas). Ahora, pert nos servira de
clase basica para una estructura en que aparte de
Mas *, Pam *, Cop *, Cos™ (las funciones propo-
sicionales de la estructura original atemporal modi-
ficadas correspondientemente para referirse ahora a
los elementos de pert), figuran numerosas funciones
proposicionales como presentarse en el mismo tre-
cho temporal que (por ejemplo, Jondsz, y Pabloss),
estar conectado evolutivamente con (por ejemplo,
Jonés,, con Jonds), etcétera.

Consideraciones anidlogas pueden aplicarse a to-
das las estructuras, por ejemplo, a las piedras o, para
mencionar un caso donde el tiempo es de impor-
tancia, a los ntcleos de 4tomos durante un lapso
determinado, usando en este caso como clase bA-
sica las particulas y resonancias temporalmente li-
mitadas (en analogia a Jondsis, etcétera).

La légica y la matematica tienen muchas otras
maneras de considerar el tiempo, por ejemplo, in-
cluyendo entre los individuos de la clase V los pun-
tos temporales.

Todo esto nos permite ver que tiempo, desarrollo
e historia son perfectamente compatibles con el
tratamiento estructural.

Ejercicio 10.1) Supongamos que tenemos los
siguientes individuos de pert: Carlos;, Carlose, Ju-
lia,, Carloss, Julias, Carloss, Julias, Sonias, Julias,
Sonias, Soniag. Supongamos, ademds, que sabemos
que sélo nacimiento, casamiento y muerte de una
de las tres personas inician o terminan un corte
temporal. Escribir la historia de la familia. Ella
comenzaria asi: Nace Carlos (el primer trecho co-
rresponde a la vida de Carlos antes de que Julia
haya nacido), nace Julia . . .
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Ejercicio 10.2) Una representaciéon grafica de
los individuos del ejercicio 10.1 con la relacién ser
actualmente padre o madre de seria: -

eX
o% EX
aX X 4

JeX KSs

b, &

Representar (con otros tipos de flechas) las rela-
ciones presentarse en el mismo trecho temporal y
estar conectado evolutivamente.

Ejercicio 10.3) Tengamos un pién negativo
(#=); este se desintegra en un mudn negativo (pn—)
y un neutrino (v), luego el muén se desintegra en
un electrén (e—), otro neutrino (v') y un antineu-
trino (V). a) Indicar la clase part de las particulas
temporales. b) Representar graficamente la estruc-
tura <part, Nocs, Dess, Eve>, donde Noc es la cla-
se de aquellas particulas (temporales) que no tienen
carga eléctrica (es decir, las particulas temporales
que corresponden a los dos neutrinos y al antineu-
trino), Des es la relacién ser producto directo de
la desintegracién de y Ev la relacién estar conec-
tado evolutivamente (entre particulas temporales
que corresponden a una misma particula).

11. Conclusién

Si prescindimos de consideraciones especulativas
y nos limitamos a un tratamiento estructural del
tipo aqui indicado, vemos que éste constituye un
método muy fructifero. En el estado actual de las
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ciencias tiene aplicacion universal, o sea, el trata-
miento estructural puede imponerse, con més o me-
nos ventaja, a todo campo tebrico (se construye la
clase V, se establecen las funciones proposicionales
que son de interés, luego se forma el k-tuplo, etcé-
tera). Sin embargo, no se debe sobrevalorar este
tratamiento en forma unilateral ni olvidar que hay
otros métodos que pueden ser igualmente fructiferos.
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CAPITULO II

LA VERDAD DESDE EL PUNTO DE VISTA
LOGICOMATEMATICO

Fn un tiempo en que tantas “verdades eternas”
seven contradichas, la verdad misma no puede
gscapar a un andlisis cientifico, realizado, en este
caso, en el marco de la légica matematica o logica
simbélica. Como muchos otros trabajos cientificos,
también aquellos que versan sobre la verdad tienen
sus raices en el pasado, pero constituyen al mismo
tiempo una superacién de las contribuciones pre-
cientificas.

Dado el caricter general de esta conferencia, los
aspectos puramente técnicos de la definicién de “ver-
dad” no se tratardn, y, dado su carécter cientifico,
las consideraciones especulativas en torno a la ver-
dad tampoco seran tratadas. En la regién limite
entre ldgica formal y teoria del conocimiento (y no
en la regién limite entre metafisica y teoria del co-
nocimiento) estd situado el presente analisis. Este
excluye igualmente consideraciones psicolégicas.

La légica matemética se ocupa, por un lado, de
un lenguaje formal o parcialmente formalizado vy,
por otro, de objetos denotados por ciertas expresio-
nes del lenguaje. Estos objetos (tomando “objeto”
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en un sentido muy amplio) no son necesariamente
reales (la realidad no es un problema de la légica
formal). Asi, entre tales objetos pueden figurar, por

ejemplo, V -1, el Pegaso o la clase de los hombres.

Una parte de las expresiones del lenguaje son las
frases; por ejemplo, “La torre Eiffel estd en Parfs”
v “La torre Eiffel est4 en Santiago”. Las frases se
clasifican habitualmente en dos clases, de modo que
una frase del lenguaje pertenece a una sola de estas
dos clases. Se habla de “légica bivalente” si se apli-
ca rigurosamente la convencién dé que cada frase
pertenece a una o a otra clase; y esto aunque en al-
gunos casos, por falta de conocimientos, no poda-
mos realizar efectivamente esta clasificacién. Las
frases de la primera clase se llaman “frases verda-
deras”, las de la segunda, “frases falsas”.

Para establecer esta clasificacién, es decir, para
determinar en principio qué frase pertenece a qué
clase, necesitamos una definicién formal de “frase
verdadera” y “frase falsa”. Tal vez sean conocidas
formulaciones como: “La nieve es blanca” es ver-
dad, si, y s6lo si la nieve es blanca; “La torre Eiffel
estd en Santiago” es verdad, si, y s6lo si la torre
Eiffel esta en Santiago, etcétera. Se puede dar un
nimero tan grande como se quiera de estas defi-
niciones parciales para un caso concreto; esto no
constituye nunca una definiciéon general de “frase
‘verdadera”,

Para dar una definicién general se utilizar4 un pro-
cedimiento de Tarski, muy simplificado y un poco
cambiado. En primer término hay que hacer una
distincién entre frases primitivas y frases com-
puestas. Una frase primitiva es una combinacién de
una expresién individual como “la torre Eiffel” y
de un predicado como “estar en Paris”; también hay
frases primitivas constituidas por varias expresio-
nes individuales y un predicado. Una frase com-
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puesta se forma partiendo de una o varias fra};sis

2 . [
primitivas, agregando en forma“aproplada_ no”, "0’
. > <« Eed
“y”, “si... entonces”, “todos”, “por lo menos un" y

>

otras conectivas. o -
Se puede dar, ahora, una definicién de “frase ver-

i i
dadera” y “frase falsa” en los puntos siguientes (tini-
camente las expresiones sefialadas por estos puntos
son verdaderas, respectivamente falsas):

1) Una frase primitiva es verdadera si el indivi-
duo de la expresién individual (la torre Eiffel)
satisface la funcién correspondiente al predicado (si
la torre Eiffel satisface la funcién estar en Paris).
La frase es falsa si el individuo no satisface la fur}-
ci6n. Esto corresponde perfectamente a las defim-
ciones parciales aqui sefialadas (ejemplo, “La nieve
es blanca”...). Anilogamente se tratan frases pri-
mitivas con varias expresiones individuales.

9) Una frase precedida por la negacion es ver-

dadera si la frase sin negacién es falsa. Ella es fa]sar

en el caso contrario.

De un modo anélogo se formulan reglas para “q”,
es decir, para la disyuncién, y para “todos”, es decir,
para el operador universal.

Debido a que se pueden formar todas las frases
compuestas partiendo de frases primitivas y utili-
zando la negbacién, la disyuncién vy el operador uni-
versal, la definicién indicada, que es absolutamente
rigurosa, abarca todas las frases del lenguaje.

Sin embargo, se presenta de inmediato un pro-
blema que exige mayor precision. Se pueden ha-
cer diversas clasificaciones en frases verdaderas y
falsas. Por ejemplo. para la aritmética habitual
Qf2 =4 es una frase verdadera y con todo otro
valor en lugar de 4 se obtiene una fras? fzi,‘lsa. Res-
pecto de un 4lgebra de Boole, en cambio, “2 + 2 =
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>

’ gule(z)s ;n%ffﬁsg \::er(;idera, y,d pgra un algebra mé-
hacer entonces es RS b .
precisar respecto de qué las fra-

ses son verdaderas o falsas. '
Para esto tenemos que referirnos a ciertos k-tuplos
0 sea, a secuencias de k miembros (k objetos pues-,
tos en fila, uno en el primer lugar, uno en el se-
gundo lugar. .., uno en el k-ésimo lugar). Los k-
tuplos E‘ratados aqui se representan simbdlicamen-
te por “<...,...,...>7, colocéndose en los luga-
res correspondientes los simbolos de los objetos a
que se refieren. Consideremos aquellos k-tuplos que
tengan en el primer lugar una clase de individuos
V.. que tlen.e por elementos, por ejemplo, la torre
Eiffel, la nieve, etcétera. Luego figuran en el k-
tuplo funciones proposicionales, como estar en Pa-
ris, ser blanco. v otras. Los k-tuplos que nos inte-
resan aquf tendrfan entonces la forma <V,.. ey s
con simbolos de funciones proposicionales en lugar
‘c}e los punt(’zs suspensivos. Estos k-tunlos se llaman
estructuras”. Hoy dia se trabaja amnliamente con
estructuras en muchos campos cientificos, los ejem-
plos m4s conocidos en matemética son las 4lgebras.
Respecto a estas estructuras hay que definir “fra-
se verdadera” y “frase falsa”. Entonces “2 4 2 = 4”
es verdad respecto de la aritmética habitual, que
constituye, en términos estructurales, un 4lgebra
llamada “cuerpo™; “2 + 2 = 2” es verdad res‘pecto

~de un élgebra de Boole, etcétera.

Asi tenemos una relativizacién de la verdad res-
pecto de las estructuras. Pero no hay que ver algo
negativo en esto. Si conociéramos la realidad po-

driamos decir que “2 -+ 2 = 4” es verdad respecto

de la realidad $i tuvidramos 2 + 2 = 4 en realidad.
dPero 2 4 2 = 4 en realidad? 4O 2? ;O I? No po-
demos responder a estas preguntas; pero podemos

on de PAF

n.entre
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responder frecuentemente si se trata de una estruc-
tura que corresponde a una ciencia.

La relativizacién no debe ser entendida en el
sentido de que todo resulta vago e impreciso, o de
que todo depende de las preferencias personales.
Al contrario, sabemos absolutamente que, para un
cuerpo, “2 + 2 = 4” es verdad y, para un 4lgebra de
Boole, “2 4 2 = 2”. Se trata aqui, por decirlo asi,
de una relatividad objetiva que depende del k-tuplo
y no de las personas o de las convicciones. Algo
anilogo pasa, por ejemplo, con la teoria especial
de la relatividad, ‘donde todo depende de la velo-
cidad entre los objetos. :

Los sistemas formales, especialmente la matema-
tica, son como los instrumentos de un cirujano.
Cuando el cirujano efecttia-una operacién, elige el
instrumento més adecuado. Exactamente lo mismo
hade el fisico cuando necesita una teoria formal o
parcialmente formalizada - para resolver sus pro-
blemas.

Con todo esto volvamos ahora a la definicién de
“verdad”. En el fondo ella puede parecer bastante’
trivial. Una parte de esta apariencia injustificada
se debe a la simplificacién adoptada en esta confe-
réncia. La auténtica definicién de Tarski es mucho
més téenica. Ella es extraordinariamente fructifera,
lo que siempre constituye un criterio de no-triviali-
dad. Por ejemplo, la teorfa de los modelos y al-
gunos otros sectores de la matemética actual se han
beneficiado largamente con el tratamiento tarskia-
no de la verdad. Otra parte de la trivialidad apa-
rente se debe a cierta semejanza con algunas de-
finiciones clasicas.

Para apreciar esta semejanza se puede considerar
en primer lugar una definicién de Aristételes, que
es la mas cercana: Decir de algo que es, que no es,
o de algo que no es, que es, es-falso; mientras que
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decir de algo que es, que es, o de algo que no es, que
no es, es verdadero. Se ve que la diferencia fun-
damental no estd en la concepcién de la verdad,
sino en el hecho de que la nueva definicién es de-
tallada y precisa hasta el dltimo punto. Ella es ri-
gurosamente formalizable, 1o que no se puede decir
de la definicién de Aristételes. Hay que tener pre-
sente que ninguna precisién en esta materia es ex-
cesiva, ya que de otro modo pueden obtenerse
paradojas del tipo del “Mentiroso”.

Consideremos ahora otra definicién clasica, la de
la “adaequatio rei et intellectus”,

El término “intellectus” se utiliza frecuentemente
en un sentido psicolégico. Se establece la adecua-
cién con actos o contenidos psiquicos. Sin embar-
go, la légica matemética prescinde totalmente de
las consideraciones psicolégicas, que, en este €aso,
son puramente especulativas o pueden variar de un
individuo a otro. En lugar de referirse al intellectus,
ella toma como punto de partida las expresiones,
las que para ella son secuencias de signos tipogra-
ficos (“n”, “i”, “e”, “v”, “e”), es decir, algo concreto
y accesible a todo el mundo.

El término “res”, que se traduce literalmente por
“cosa”, debe ser entendido como “situacién”, o “es-
tado de cosas”, o algo similar.

El verdadero problema de esta concepcion clé-
sica no es ni el intellectus ni la res, sino la adecua-
cién. Normalmente la adecuacién no es identidad.
¢Puede ser similitud? Pero gde qué modo? Natu-
ralmente ella puede ser una correspodencia. Pero
hay muchas correspondencias entre expresiones y
no-expresiones; por ejemplo, debido a una técnica
especial de Godel se puede establecer una corres-
pondencia entre expresiones cualesquiera y ntimeros
naturales, de modo que cada expresién, cualquiera
que ella sea, tenga su ndmero correspondiente y

V.
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| cada ntmero natural su expresion. Todo esto in:

dica una sola cosa: hablar de adecuacién_ no bas"c%2
es algo demasiado vago; hay ‘que especificar ﬁgaa
es la correspondencia, lo que no hacq la palabr
“adecuacién”, pero si la definicion indicada.
Consideremos una estructura dada: S.upongam(?s,
para tratar un caso simple, que un 1nd1v1d%10 satis-
face una de las funciones de 'la estructula..,Este
hecho de que el individuo satistace l.a fgngl_or'ld se
lamara “situacién” de la estructura. Si el in ividuo
no satisface la funcién mencionada se h.:albla de "an-
tisituacién” de la estructura. Estas mismas const-
deraciones pueden extendel_*§e fcan%blen a q?so?drr:ia’.’s
complejos. Segun la definicion indicada de velda o
las situaciones corresponden a las frases verdaderas
y las antisituaciones a las frases falsas. La_correés.-
pondencia asi establecida puede ser considera zt
como.un tipo de denotacig’m, donde cada fraie ver
dadera denota su situacién y ca(,ia frase falsa, su
antisituacién. Gréaficamente tendriamos:

situaciones

frases

3

antisituaciones
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Otro tratamiento serfa el siguiente: Podriamos
considerar todas las situaciones idénticas entre si y
también todas las antisituaciones. Luego podriamos
limitarnos a tomar una situacién cualquiera como
representativa de las situaciones y simbolizarla por
o .,También podriamos trabajar con una antisi-
tuacion representativa, simbolizada por “a”. Enton-
ces, seglin este segundo tratamiento, todas las frases
verdaderas denotarian ¢ y toda las frases falsas. a.
Graficamente esto se representarfa por: ’

En algunos textos de l4gica - matematica o y o
se llaman “valores veritativos”, ¢ serfa el valor ve-
ritativo verdad y o, el valor veritativo falsedad.
Para no producir confusiones con algunos otros tér-
minos utilizados, se prefiere hablar aqui simplemen-
te de oy a.

Hasta el momento se han visto sélo frases. Pero
también hay otro tipo interesante de expresiones,
como “x = 2” 0 “x es el padre de y”, etcbtera. Este
tipo de expresiones se llama “esquemas”, con uno
0 varios stmbolos de variables (“x”, “y”). Un modo
de transformar un esquema en una frase es sus-
titair (colocar), en lugar de los simbolos de todas
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las variables, simbolos que denotan individuos de-
terminados (o, segtin el caso, funciones proposicio-
nales determinadas) de la estructura correspondien-
te. Tengamos, por ejemplo, como individuos del
k-tuplo personas de una familia entre ellos Carlos
y Maria; al sustituir “Carlos” en lugar de “x” y
“Marfa” en lugar de “y”, se obtienen frases como
“Carlos = Carlos” y “Carlos es el padre de Maria”.’
Si un esquema se transforma en frase verdadera en
todas las sustituciones, entonces se llama “expre-
sion siempre verdadera” o “expresién valida” res-
pecto de la estructura dada. De modo anélogo exis-
ten expresiones a veces verdaderas y a veces falsas
y también expresiones siempre falsas respecto de la
estructura.

Hasta el momento se han visto expresiones que

son verdaderas o validas respecto de la estructura

dada. -Pero se puede demostrar que hay también
expresiones que son verdaderas o vélidas respecto
de todas las estructuras. Estas expresiones se lla-
man “expresiones légicamente verdaderas (légica-
mente validas)”; por ejemplo, “Si la torre Eiffel esta
en Paris, entonces la torre FEiffel estd en Paris” y
“c = x”. Ya Leibniz las habia considerado al ha-
blar de verdades de razén, que rigen para todos los
mundos posibles. Actualmente no se habla de mun-
dos posibles, sino en su lugar, de estructuras.

Se podria pensar que con estas expresiones tene-
mos verdades (expresiones vilidas) independientes
de las estructuras y, por lo tanto, absolutas. Des-
graciadamente no es asi. Aunque son totalmente
independientes de las estructuras, hay todavia otras
relativizaciones, de las cuales todavia no se ha ha-
blado.

Primera relativizacién adicional: hasta el momen-
to hemos trabajado con sistemas logicos sin espe-
cificarlos. Pero todas las expresiones légicamente
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verdaderas (validas) dependen del sistema elegido.
No hay sistema absoluto y universal. Pricticamen-
te se trabaja siempre con un sistema llamado “sis-
tema funcional superior”, o con una parte de él, el
sistema funcional bésico. Pero se trata aqui de una
preferencia por razones pricticas, a causa de que
este sistema, utilizado junto con las estructuras,
corresponde a nuestras experiencias. En principio
se podrian formar sistemas ldgicos cuyas expresio-
nes légicamente verdaderas (validas) sean las ne-
gaciones de aquellas de los sistemas usuales.

Segunda relativizacién adicional: las reglas de la
definicién de “verdad” han sido elegidas conven-
cionalmente. Para dar un ejemplo, se podria decir
que una frase es verdadera si ella comienza con una
vocal y falsa si comienza con una consonante. Na-
turalmente no se van a elegir definiciones de este
tipo. La exigencia formulada normalmente frente
a las definiciones de “verdad”, es que ellas sean
definiciones adecuadas. Es posible definir preci-
samente 10 que es a su vez una definicién adecuada
de “verdad”. Se formular aqui esta exigencia de un
modo un poco simplificado: una- definicién de “ver-
dad” es adecuada, si, y s6lo si podemos deducir
de la definicién todas las expresiones correspondien-
tes de la forma “s es verdad, si, y s6lo si p”, donde
en lugar de “p” se sustituye una frase y en lugar
de “s” una expresiéon que denota la frase. Para dar
un ejemplo, p corresponde a: la nieve es blanca; s
corresponde a “la nieve es blanca” (frecuentemen-
te se utiliza para denotar una expresién, la misma
expresién puesta entre comillas).

La definicién de “verdad” que se introdujo al
principio de la conferencia es adecuada, como se
puede ver, porque podemos deducir de ella todas
las expresiones de la forma: “la nieve es blanca” es
verdad, si, y sélo si la nieve es blanca.
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Habiendo hablado tanto de relativizaciones, uno
podria pensar que ya no queda nada estable. Sin
embargo, si utilizamos el sistema funcional bésico
o superior y una definicién adecuada de “verdad”,
entonces la clase de las expresiones légicamente
verdaderas (l6gicamente vélidas) es fija y estable.
Naturalmente esta estabilidad se debe a que hemos
hecho nuestra eleccién del sistema 1égico y del tipo
de definiciones de “verdad”.

En conexién con lo anterior hay que decir algu-
nas palabras sobre la relacién entre las expresiones
verdaderas y vélidas, por un lado, v los teoremas,
por otro. Las primeras han sido introducidas por
definiciones del tipo indicado; los segundos se de-
muestran a partir de axiomas y utilizando reglas
axiomaticas, segiin los criterios generales para sis-
temdass (que no son mas que los conjuntos, o sea

" colecciones, de los teoremas respectivos). En lo

que sigue se utilizard el término “expresion valida”
no s6lo para los esquemas véalidos, sino también
para las frases verdaderas, que constituyen, en el
fondo, un caso especial de las expresiones vdlidas.

Al leer, por ejemplo, los “Principia Mathematica”
de Russell y Whitehead, se nota que los dos autores
han identificado, de hecho, las expresiones validas
con los teoremas. Era la tendencia natural de.su épo-
ca, y sélo unos veinte afios més tarde Godel demos-
tr6 que no pueden coincidir, si los sistemas tienen
cierta extensién. Es decir, el conjunto de los teore-
mas es 0 més amplio o més estrecho que el conjunto
de las expresiones validas. Se prefiere trabajar enton-
ces, en cada caso, con un sistema més estrecho que
el conjunto de las expresiones validas; de este modo
por lo menos todos los teoremas son vélidos. Una
representacién grafica de esta situacién, pero sélo
para las frases, serfa:
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Tomando mdas axiomas se obtienen mas teoremas
(te) y también mas negaciones de teoremas (neg
te); pero Gédel demostrd justamente que este pro-

ceso no llega nunca - a un fin. Se pueden agregar

indefinidamente axiomas y, sin embargo, quedan
siempre frases verdaderas que no son teoremas, o el
conjunto de las frases que son teoremas sobrepasa
el conjunto de las frases verdaderas.. Lo analogo
rige también para los esquemas validos y los esque-
mas que son teoremas. Asi, una identificacién de
los sistemas, por un lado, con’los conjuntos de las
expresiones validas, por otro, no es posible (para
lograrla habrfa que cambiar la definicién de “sis-
tema”, utilizando los llamados “semisistemas”, o, la
definicién de “expresién valida”, utilizando en su
lugar las llamadas “expresiones secundariamente
vélidas”). Pero esto no significa que hemos llegado
al fin de la matemdtica rigurosa, como se puede
leer a veces; significa sélo que la légica y la mate-
matica disponen de dos técnicas para establecer
expresiones de preferencia (las vélidas y los teore-
mas), vy que los conjuntos formados mediante estas
dos técnicas son diferentes.

ion de
on.entrete

PA
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Existen textos de filosofia especulativa sobre la
verdad, en que todas las dificultades estdn definiti-
vamente resueltas, todos los adversarios han sido
refutados y todo estid puesto perfectamente en su
lugar. No hay sélo un trabajo de este tipo sobre
la verdad sino muchos, y todos son igualmente de-
finitivos. Desgraciadamente ninguno de estos tex-
tos coincide con otro. Ahi estd la gloria y la mi-
seria de la filosofia especulativa.

Lo que se ha sefialado aqui no pretende tener el
mismo grado de perfeccién; pero representa lo que
se puede decir actualmente al apoyarse en los pro-
cedimientos cientificos.
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